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Ueber die Curven der Haupttangenten bei wind-
schiefen Flächen.
(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.)
Jöetrachtet man eine windschiefe Fläche, entstanden durch die Bewegung
einer Geraden über zwei Leitcurven, welche eindeutig auf einander bezogen
sind, so kann man die Coordinaten eines Punktes der Fläche folgendermassen
darstellen. Durch £19 £2, £3, £4 bezeichne ich die Coordinaten eines Punktes
der einen Leitcurve, durch ^ ?j2, %, % die des entsprechenden Punktes der
anderen. Beide denke ich mir als Functionen eines Parameters , dessen für
beide gleich anzunehmender Werih das Entsprechen ausdrückt. Die Coor-
dinaten eines Punktes der Fläche sind dann gegeben durch die Gleichungen:
(i.)
wo eine willkürliche Grosse bedeutet. Setzt man für alle verschiedenen
Werthe, indem man constant lässt, so erhält man die verschiedenen Punkte
einer Erzeugenden.
Sieht man vermittelst der Gleichungen (1.) die Oberfläche als auf der
Ebene , abgebildet an, so entspricht einem ebenen Schnitt die Curve
(2.) 0 = (C1^ + C2^ + C3^+C4^)-f^(Ci??l+C2^2+C3%+i?4^),
wo die c willkürliche Constanten bedeuten, Dieselbe wird zur Tangenten-
ebene, wenn sie einen Doppelpunkt hat. Ist derselbe ,
 9 so muss für ihn
nicht nur die Gleichung (2.) bestehen, sondern auch die nach und genom-
menen DifTerentialquotienten der rechten Seite müssen verschwinden. Man hat
also dann die drei Gleichungen:
Endlich muss für die Tangentenrichtungen dl, des Doppelpunktes,
welche den Haupttangenten eines Punktes der Fläche entsprechen, auch noch
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das zweite Differential von (2.) verschwinden, also die Gleichung bestehen:
Eliminirt man die c aus den Gleichungen (3.), (4.), so erh lt man die Differential-
gleichungen der ebenen Curven, durch welche die Curven der Haupttangenten
sich abbilden.
Der Factor dl, welcher aus (4.) sich absondert, sagt aus, dass die
Erzeugenden selbst (λ = Const.) ein System von Haupttangenten bilden. Der
andere Factor liefert nach Elimination der c die Gleichung:
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Ich will der K rze wegen eine Determinante dieser Art dadurch andeuten,
dass ich eine Reihe, ohne Indices, in Klammer setze; ich bezeichne also f r
den Augenblick diese Gleichung durch
η fe „ d£-i-„dtl ^α.,,0 =
 (s>1> A+ii T' F+^
Nach μ geordnet, nimmt sie die Gestalt an:
A0 =
(5.)
\
>A » - S F - - 3 r ' T
Diese Gleichung wird integrirbar, sobald einer der Terme
Λ. 5| aa|\ /, ^ 58iy\
V^ % ολ ' AV ' V^ ^  ολ ' AV
verschwindet. Da beide durch Vertauschung von | und η in einander ber-
gehen, so gen gt es, einen derselben zu betrachten. Die Gleichung
<«·>
dr ckt eine Eigenschaft der beiden zu Grunde gelegten Leitcurven aus, welche
offenbar darin besteht, dass l in der Schmiegungsebene des entsprechenden
Punktes der Curve η liegt. Und da η selbst sich in dieser Ebene befindet, so
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kann man das Bestehen der Gleichungen (6.) dahin deuten, die Leitcurve η
habe die Eigenschaft., dass ihre Schmiegungsebenen immer die zugeh rigen Er-
zeugenden der Fl che ganz enthalten.
Ich werde zeigen, dass dieses nichts anderes als eine andere Definition
einer Curve der Haupttangenten selbst ist. Suchen wir n mlich eine Curve
ζ, welche in (6.) an Stelle der Curve η gesetzt, diese Gleichung befriedigt,
so muss
(7.) & - ξ< + ση<
sein, wo a eine zu bestimmende Function von λ ist. Setzt man dann die
Gleichung f r ζ an, so hat man:
ou
da θ'2ξ θ*η ,
 o da θη , d*a \
^1^ + ^ ^
Dies ist f r a dieselbe Gleichung, wie (5.) f r μ; die Curve (7.) ist also eine
Curve der Haupttangenten. Und man hat den Satz:
Die Curven der Haupttangenten bei windschiefen Fl chen sind dadurch
de nirt., dass ihre Schmiegungsebenen immer durch die entsprechenden Erzeugen-
den der Fl che gehen.
Aber aus dem obigen folgt weiter der Satz:
Bei windschiefen Fl chen kann man alle Curven der Haupttangenten
auf Quadraturen zur ckf hren., sobald irgend eine derselben bekannt ist.
In der That hat man, indem man f r die Curve η eine solche Curve,
r·» "^V ^
also (ξ, η, -~ y-, - -p-) = 0 setzt, durch Integration der Gleichung (5.)
— l rr£—3 dl<J A. οξ αη "
a = e
/
[ t *j ±_(^jr
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oder
(8.)
(ξ n ^\*'η> θλ'
Const. —
/
>~* } 3λ9 d
ΎΙ W~&
Insbesondre kann man hienach die Curven der Haupttangenten immer
aufstellen, wenn auf der windschiefen Fl che irgend eine Gerade existirt,
welche alle Erzeugenden schneidet. Indem man sie zur Curve η w hlt, kann
man den Parameter λ so einf hren, dass
η. =
wo die a, b Coordinaten zweier constanten Punkte der Geraden sind. Dann
Vist ~^- = 0, und die Gleichung (8.) geht ber in:
(9.) A* = f, « , - - , Const,
Wenn auch die Curve ξ die Eigenschaft besitzt, durch den Parameter λ
rational dargestellt zu werden, und also auf die Gerade η projectivisch bezogen
zu sein, so wird zugleich die Fl che auf der Ebene λ, μ eindeutig abgebildet.
In diesem Falle sieht man, dass, wenn die ξ von der raten Ordnung in λ sind,
(^α'"§Χ' 0 von ^er 2(^~l) ten is^ und dass also die Formel (9.) auf ein
hyperelliptisches Integral fuhrt, sobald n >> 3. Die F lle Λ = l, n = 2, n — 3
will ich beispielsweise n her ausf hren. Sie entstehen als Ort der Geraden,
welche eine Gerade mit den prpjectivisch entsprechenden Punkten einer ndern
Geraden, eines Kegelschnitts oder einer Raumcurve dritter Ordnung verbinden.
Im ersten Falle entsteht also eine Fl che zweiter Ordnung, im zweiten eine
windschiefe Fl che dritter, im letzten eine solche vierter Ordnung.
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Ist n = l, so kann man setzen:
dann wird auch -^ = 0, und man hat aus (9.)
μ = Const.
In der That liefert in diesem Falle μ = Const. die eine Schaar von Erzeugenden
des Hyperboloids, w hrend λ = Const. die andere Schaar liefert, welcher die
Curve η entnommen war.
Ist n = 2, so wird
daher
= 2(«, a, β, &) + 2λ(«, «, 7, b}W( , a, γ, b]
wenn
^ί = 2(«,α,/9,6), B = («,a,y,6), C = 2 (/9, a, y, 6)
gesetzt wird. Ferner ist
(l, a+λδ, §, U·) = 4 (β, «+Α6, /9,y) =
wo
Die Gleichung (9.) giebt daher:
2
 Const. -2 . _
oder nach Ausf hrung der Integration:
μ =
Auch hier also sind diese Curven algebraisch (vgl. Bd. 67 dieses Journals p. 17).
F r n = 3 will ich f r λ, μ immer — , -^ - setzen, um homogene
Jv X
Functionen zu erhalten, und sodann, was bei specieller Wahl der Coordinaten-
ebenen bekanntlich immer erlaubt ist, die Gleichungen der Curve 3ter Ordnung
in der Form annehmen:
Ist dann
φ (λ) = a^3-
20
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so geht (9.) über in die Gleichung:
-./
'
Bezeichnen wir zunächst, um das hier auftretende Integral auf seine
einfachste Form zurückzuführen, durch p und q die beiden linearen Co-
varianten der cubischen Formen , , so dass
a i «2 bl — 62
« 2 —
«3
(vgl. Bd. 67 dieses Journals, pag. 360). Ist wie a. a. 0.
so hat man
es wird ferner, wenn man alles durch p, q ausdrückt,
K\p = J·-^-, /T3v = i-rr-,
^_(^ __^_^_^ \^ _L /c1^ d2/? / o2F \
"9~\(9 ÖA öx^~T"\d5 2 aj»2 \dpdq) )~ '
wobei F die a. a. 0. angegebene Function vierler Ordnung ist. Hiedurcli, und
mit einer leichten Veränderung in der Bedeutung der Integrationsconstante,
geht die Gleichung (10.) über in:
JV öFConst. , ,(p q~9 p)(11.) = yj j
1
wrobei der Kürze wegen m und n gesetzt sind für die linearen Ausdrücke:
Ich werde nun das Integral weiter transformiren mit Hülfe einiger Sätze aus
der Theorie der binären Formen vierten Grades. Ist
- ' (8F dd ÖF d^\1
 -
 Ts\dg dp dp dq^
oder, um mich einer oft angewandten Bezeichnung zu bedienen,
T = F^-F,^
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wo der Variablen q immer der Index l , der Variablen p der Index 2 ent-
spricht, so ist
r -
Daher
\ Ft F. q p
dq dp
Ich werde nun zeigen, dass man immer identisch setzen kann
(12.)
wo h eine Coustante ist, PL , P2 aber die Differenlialquotienten einer Function
zweiter Ordnung von g und p, dividirt durch 2, bedeuten. Indem man dies
einf hrt, erh lt man aus (11.)
μ =
Ίη r „ f ι /"Λ 4 -Λ 4 / j j N , Γ FydF-FdJ) i^ Const.H-y -- ^ r!_j_fi,rfi_irfp)+ i ^ - .
}
" J -
F hrt man nun das erste Integral aus, und setzt in dem letzten
jF^ _
so geht das letztere in ein gew hnliches elliptisches Integral zweiter Gattung
ber, und man erh lt:
z dz ί(13.) μ =
V-O-i-'+i··)1
Den in der Formel (12.) enthaltenen Satz beweist man folgendermassen.
Sind π, κ zwei beliebige Grossen, und
= _-τ- ·3~-1Γ-1
 - V dp2 pcty
und sind F/, F2;, . . . die Differentialquotienten dieser Functionen nach ^ und
p, dividirt durch 2, so ist identisch
(14.)
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Die Determinante J^ der Function J hat aber nach der Theorie der Formen
vierten Grades den Werth
Lp __ {-J4 12 *
Daher kann man der Gleichung (14.) die Form geben:
γ(*/>-π0Χ*^+^2) = ^
Setzt man hier f r κ*, κπ, π2 die Grossen q^ — ^  Pl , — jt?2, und addirt auf
beiden Seiten
so erh lt man nach Division mit 4r:ύ
-
wo nun P die Function zweiter Ordnung bedeutet:
Hiermit ist die Formel (12.) hergestellt, wenn man nur noch setzt
Geht man nun zu den urspr nglichen Variabein zur ck, und setzt der
K rze wegen
O — i fd*l> dy dty dy λ
"~ ^\θκ 6λ θλ d*'**
so wird (vgl. Bd. 67 dieses Journals pag. 368) :
Daher, wenn C eine Constante ist, welche von der fr hern sich nur durch
eine Potenz von k unterscheidet:
- 4
Das elliptische Integral bringt man leicht durch die Substitution
J
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J3
in eine Form, in welcher nur noch die Constante -rr , die absolute Invariante
auftritt.
Das elliptische Integral verwandelt sich in ein circulares, wenn der
Ausdruck unter dem Wurzelzeichen zwei gleiche Wurzeln hat, also wenn
J3 - 27/f.
In diesem Falle haben die Gleichungen φ = Ο, ψ — 0 eine gemeinsame
Wurzel; es giebt also eine Schmiegungsebene, in welcher sowohl der Punkt
a, als der Punkt b liegt, d. h. die Gerade a, b. Dieser Fall tritt also ein,
wenn die Gerade in einer Schmiegungsebene der Curve liegt. Man kann dann
J=3«, /f-*3
setzen, und erh lt:
Dagegen wird die Gleichung (15.) sogar algebraisch und ist dadurch
von vorwiegendem Interesse, wenn
Fi + ?2 = 0.
Dieser Fall erfordert eine eingehendere geometrische Betrachtung, um
die ihm entsprechende Beziehung der Geraden zu der Curve erkennen zu
lassen. Bemerken wir zu diesem Ende folgendes.
ledern Punkte Ka^Abi der Geraden a, b entsprechen drei Punkte κ, λ
der Curve, deren Schmiegungsebenen durch den ersten Punkt gehen. Diese
Punkte sind durch das Verschwinden der cubischen Function Κφ+Λψ be-
stimmt. Ihnen entsprechen drei Punkte κai-{-λbi der Geraden a, b selbst, deren
Parameter durch jene Gleichung bestimmt sind, so dass mit H lfe der Curve
jedem Punkte der Geraden ein bestimmtes Tripel von Punkten derselben ent-
spricht. Die Punkte χ', λ' ; κ", λ", f r wrelche die Hessesche Determinante der
cubischen Form verschwindet, sind bekanntlich durch die geometrische Eigen-
schaft charakterisirt, dass sie mit den ersten drei Punkten eine Reihe bilden,
welche bei cyclischer Vertauschung der letzten drei Punkte immer sich selbst
projectivisch bleibt. Bezeichnen wir die Hessesche Determinante von Κφ-\-Λψ
durch
wo denn die Coefficienten ζ/π, ^/12, ΛΊΊ von K, Λ abh ngen, so kann man setzen:
z/u = χ'χ", - 24 u = κ' λ" + i'x", JK = M".
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Bildet man nun in Bezug auf ein beliebiges durch die Gleichung
Kitp + Jtity = 0
gegebenes Tripel von Punkten das System harmonischer Centra erster Ord-
nung von κ'9 λ', und f r das erhaltene Punktenpaar den zu ihm und κ", λ"
harmonischen Punkt — eine Operation, deren Resultat durch Vertauschung von
κ', λ' mit κ", λ" nicht ge ndert wird — so ist dieser letztere gegeben durch
die Gleichung
yV,ga.(g,y+4») . ,„ , , ·> . ,Τχ
κκ d^~~ "^  + j θκθλ
oder
' O
 0 , a'.c r.y+^vO , ,12 + 22
Aus der Theorie der simultanen bin ren cubischen Formen folgt aber, dass
dieser Ausdruck durch Κ{Λ— Λ±Κ theilbar ist, und dass nach Absonderung
des Factors man die Gleichung erh lt (vgl. Bd. 67 dieses Journals pag. 360):
(16.) Kp~-y1q = K(pil^-p^}—A(qil-}-q^} = 0.
Dieser Punkt ist also derselbe, f r welches Tripel des Systems
Κιφ + Λ^ψ — 0
er auch construirt wird, und seine Lage h ngt nur von dem Tripel
Κφ + Λψ = 0
ab, aus welchem die Punkte κ', λ', κ", λ" abgeleitet werden.
Die Gleichung (16.) zeigt nun, dass auf der Geraden a, b zwei pro-
jectivische Punktreihen liegen, insofern mittelst der Gleichung (22.) jedem
Punkte K, Λ ein Punkt χ, λ, dessen Construction oben angegeben worden,
eindeutig und linear entspricht,
Die besondere Gattung von windschiefen Fl chen vierter Ordnung, f r
welche die Curven der Haupttangenten algebraisch sind, ist nun dadurch cha-
rakterisirt, dass diese Reihen sich reciprok entsprechen und also eine Invo-
lution bilden. Denn hiezu ist nur erforderlich, dass die Gleichung (16.) durch
Vertauschung von K, Λ mit κ, λ unge nderl bleibt, dass also pL~—q2.
Schreiben wir der K rze wegen in (14.) Q f r den Ausdruck zweiten
Grades :
so ist in diesem Falle:
μ - Q-\-C}' .
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Die Gleichungen der Curven der Haupttangenten sind also:
=
 3
Verbindet man diese Gleichungen mit der Gleichung einer Ebene
Cl #1 + #2 #2+ C3 #3 + C4 #4 = 0,
so erhält man eine Gleichung 6ten Grades für , . Die Curven sind also
von der 6!en Ordnung und von dem Geschlecht p = l. Sie schneiden jede
Erzeugende in zwei Punkten, und berühren insbesondere die vier Erzeugenden,
welche durch die Gleichung = 0 gegeben sind.
Es bleibt endlich nur noch der Fall zu behandeln, wo K=Q. In
diesem Falle ist eine Combination von und ein vollständiger Cubus, d. h.
die Gerade enthält einen Punkt, für welchen die drei durch ihn gehenden
Schmiegungsebenen der Raumcurve zusammenfallen, d. h. die Gerade hat mit
der Curve einen Punkt gemeinsam. In diesem Falle muss man auf die Gleichung
(10.) zurückgehen. Der gemeinsame Punkt sei der Punkt b selbst, und für
ihn = 0. Man hat also dann für einen vollständigen Cubus, und zwar
=
 3
zu setzen, und die Gleichung (10.) verwandelt sich in folgende:
r * .Const.+. /">/J
in welcher das Integral durch logarithmische und Kreisfunctionen ausführbar ist.
Giessen, den 24. Juni 1867.
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